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Abstract

Dans ce travaille on va essayer de présenter une synthèse sur les différents résultats de conver-
gence des méthodes du gradient conjugué pour la minimisation des fonctions sans contraintes.
Ces méthodes seront utilisées avec une recherche linéaire inexacte . L’analyse couvre plusieurs
classes de méthodes qui sont globalement convergentes pour des fonctions régulières non né-
cessairement convexes. Dans la première famille, ce sont certaines propriétés de la méthode de
Fletcher-Reeves qui jouent un rôle crucial, tandis que la seconde famille partage avec la méthode
de Polak-Ribière-Polyak une propriété importante.
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1 Introduction

Soit f : Rn ! R et (P) le problème d’optimisation sans contraintes suivant:

(1.1) min f f (x) : x 2 Rng

où f est régulière (continûment différentiable) et g est son gradient. Notons par gk le gradient de f
au point xk .

Rappelons que les différentes méthodes du gradient conjugué génèrent des suites fxkg de la forme
suivante:

(1.2) xk+1 = xk + αkdk

où la direction recherchée est définie par la formule de récurrence suivante:

(1.3) dk =

�
�g0 si k = 0

�gk + βkdk�1 si k � 1

Le coéfficient βk détermine la méthode du gradient conjugué, le pas αk 2 R+ étant déterminé par
une recherche linéaire

2 Recherches linéaires inexactes

2.1 La règle d’Armijo

La règle d’Armijo [2, 1966] impose une contrainte sur le choix de αk suffisante pour minimiser locale-
ment f (αk).

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une portion ρ 2]0, 1[ de ce
que ferait le modèle linéaire de f en xk. Cela conduit à l’inégalité suivante, parfois appelée condition
d’Armijo ou condition de décroissance linéaire :

(1.4) f (xk + αkdk) � f (xk) + ραkrT f (xk)dk

2.2 La règle de Goldstein&Price

Les conditions de Goldstein & Price ([23, 1969]) suivant sont, comme on va le prouver,suffisante pour
assurer la convergence sous certaines conditions et indépendamment de l’algorithme qui calcule le
paramètre .

Etant données deux réels ρ et σ tels que 0 < ρ < δ < 1 ; ces conditions sont :

f (xk + αdk) � f (xk) + ραrT f (xk)dk (1.5)

f (xk + αdk) � f (xk) + δαrT f (xk)dk (1.6)

2.3 La règle de Wolfe

La conditions (2.8)-(2.9) "règle de Goldstein&Price" peuvent exclure un minimum ce qui est peut être
un inconvénient.

Les conditions de wolfe ([42, 1969]) n’ont pas cet inconvénient.
Etant donnés deux réels ρ et σ tel que 0 < ρ < σ < 1, ces conditions sont :

f (xk + αdk) � f (xk) + ραrT f (xk)dk (1.7)

rT f (xk + αdk)dk � σrT f (xk)dk (1.8)
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2.4 Conditions de Wolfe fortes

Pour certains algorithmes (par exemple le gradient conjugué non linéaire, voir chapitre4) il est parfois
nécéssaire d’avoir une condition plus restrictive que (2.11).

Pour cela la deuxième condition (2.11) est remplacée par���rT f (xk + αdk)dk

��� � σ
���rT f (xk)dk

��� = �rT f (xk)dk.
On aurra donc les conditions de Wolfe fortes ([43,1971]) :

f (xk + αdk) � f (xk) + ραrT f (xk)dk (1.9)���rT f (xk + αdk)dk

��� � �σrT f (xk)dk (1.10)

2.5 La règle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan ([11, 1996]), cette règle consiste à choisir le pas satisfaisant aux conditions :

f (xk + αdk) � f (xk) + ραrT f (xk)dk (1.11)

σ1rT f (xk)dk � rT f (xk + αkdk)dk � �σ2rT f (xk)dk (1.12)

2.6 Recherches linéaires non monotone

2.7 la recherche lineaire nonmonotone d’Armijo

Soit 0 < λ1 < λ2, σ 2 (0, 1), δ 2 (0, 1), et que M est un entier positif; supposer que, lors de la ième
itération, un procès avant le pas αk 2 (λ1, λ2) est donné. Le nonmonotone de recherche en ligne est
de choisir la première nonnegative hk entier tel que le pas

(1.13) αk = αkσhk

satisfait

(1.14) f (xk + αkdk) � max
0�j�m(k)

f (xk�j) + δαkgT
k dk,

où

(1.15) m(0) = 0 et 0 � m(k) � min[m(k� 1) + 1, M� 1], k � 1.

2.8 Recherche lineaire non-monotone de wolfe

Déterminer λk tels que:

(1.16) f f (xk + αkdk) � max
0�j�m(k)

f (xk�j) + ραkgT
k dk,

(1.17) j hg (xk+λkdk) , dki j� �δgT
k dk

là où 0‹ρ‹δ‹1�2et où l’ordre de nombre entier fm(k)g est produit par la formule

(1.18) m (O) = O, m (k) � min fm (k� 1) + 1, MOg ,

à où MOiO est un nombre entier.
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3 Les différents formules pour βk :

Si on note yk�1 = gk � gk�1, on obtient les variantes suivantes:

(1.19) βHS
k =

gT
k (gk � gk�1)

dT
k�1(gk � gk�1)

, Gradient conjugué variante Hestenes-Stiefel

(1.20) βPRP
k =

gT
k yk

kgk�1k2 Gradient conjugué variante Polak-Ribière-Polyak

(1.21) βFR
k =

kgkk2

kgk�1k2 Gradient conjugué variante Fletcher Reeves

(1.22) βCD
k =

kgkk2

�dT
k�1gk�1

Gradient conjugué variante descente conjugué

(1.23) βDY
k =

kgkk2

dT
k�1yk�1

Gradient conjugué variante de Dai-Yuan

Méthodes hybrides
Les méthodes hybrides sont des combinaisons de la méthode de Dai-Yuan et de la méthode de

Hestenes-Stiefel.
Ces méthodes ont été construites par Dai et Yuan ([15, 2001]). On obtient à partir des formules

(3.12) et (4.6) les méthodes hybride suivantes:
1ere méthode hybride
Le coefficient βk est déterminé par la formule hybride suivante

(1.24) βk = max
n
�cβDY

k , min
n

βHS
k , βDY

k

oo
;

Où c = 1�σ
1+σ

2ème méthode hybride
Les coefficients βk sont déterminés par la formule suivante:

(1.25) βk = max
n

0, min
n

βHS
k , βDY

k

oo
;

Où c = 1�σ
1+σ

4 Synthèse des résultats de convergence des méthodes du gradient con-
jugué

On expose dans ce chapitre une synthèse concernant la convergence des différentes variantes du
gradient conjugué avec la recherche linéaire inexacte
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4.1 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Fletcher-Reves

Le premier résultat de convergence de la méthode du gradient conjugué non linéaire (version Flecher
Reeves) avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte a été démontré par Al-Baali ([1985]).
�Touati Ahmed et Story ([41, 1990]) ont généralisé ce résultat pour

(1.26) 0 � βk � βFR
k .

� Gilbert et Nocedal ([21, 1992]) ont généralisé ce résultat pour

(1.27) jβkj � βFR
k .

� Récemment, Dai et Yuan ([10, 1996]) a montré que la méthode FR ets globalement convergente
avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée.

On donne dans ce paragraphe les principaux résultats de convergence de la méthode du gradient
conjugué non linéaire avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte [Gilbertet et Nocedal] , aussi
avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe relaxée [Dai et Yuan].

4.2 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version Polak Ribière

Polak et Ribière ([1969]). Il établit la convergence de cette méthode pour une fonction fortement
convexe avec une recherche linéaire exacte.

Remarque 3.4. Si f n’est pas convexe, la méthode de Polak-Ribière-Polyak peut ne pas converger.
Remarque 3.5. Powell [(38, 1984)] a donné un exemple de fonction pour laquelle l’algorithme

génère une suite fxkg dont aucun des points d’adhérence n’est stationnaire. On peut trouver des
remèdes simples a ce comportement inattendu [21, 1992]. Le plus simple et apparemment le plus
efficace est de prendre

(1.28) βk = (β
PRP
k )+ = max(0, βPRP

k ),

ce qui revient a redémarrer l’algorithme chaque fois que βPRP
k < 0.On peut montrer la convergence

globale pour cette valeur de βk et une recherche linéaire adaptée.
Les performances numériques de cette méthode sont trés semblables a celles de la méthode de

Polak-Ribière.

4.3 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué, version(Dai-Yuan)

Récemment Dai et yuan ([9, 1998]) ont introduit une formule pour βk
Cette méthode possède plusieurs propriétés, par exemple elle possède la propriété de descente

à chaque itération et la convergence, si le pas est déterminé par la règle de (Wolfe faible, Armijo et
Goldstein), si f est strictement convexe ou régulière.

4.4 Résultats de Convergence du Gradient Conjugué avec la recherche lineaire non-
monotone

La méthode PR converge si en utilisant des recherches linéaires non-monotone (GLL)
La méthode HS converge si en utilisant des recherches linéaires non-monotone (GLL)

4.5 Résultats de Convergence du 1ere méthode hybride

Cette méthode possède plusieurs propriétés, par exemple elle possède la propriété de descente à
chaque itération, la convergence au sens
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(1.29) lim
k!∞

inf kgkk = 0

si le pas est déterminé par la règle de Wolfe faible.

4.6 Résultats de Convergence du 2ème méthode hybride

Cette méthode possède plusieurs propriétés, par exemple elle possède la propriété de descente à
chaque itération, la convergence au sens

lim
k!∞

inf kgkk = 0

si le pas est déterminé par la règle de Wolfe faible.
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